Démonstration. Puisque la partie linéaire de Hp » est Ald : V — V si § dirige r alors A0 dirige Hp a(r) et donc les deux
droites sont manifestement paralleles. Il est aussi clair que si O € r alors Ho 3 (r) = r. Réciproquement si Hp 3 (r) = r alors
siPeronaHp, A(P) P’ avec OP' = AOP et OP + PP = 517’ ; puisque ITF” dirige r ona aussi que (4 — 1)513 dirige r et
doncsi A #1 que op dirige r et O € r. Enfinsi A = 1 alors Hp 4 = Idge et donc I'énoncé est évident.

Théoréme 9.13 (Théoréeme de Thales). Soient r et r' deux droites distinctes d’'un plan affine et et soient sy, s, deux droites
qui s'intersectent en un point O ¢ r Ur’ et qui ne sont paralleles niar niar'. Alorssi A;=sinri=12etB;i=sn r'ona
OA; _ 04, AlAy

241 = 22 i of seulementsiri/r'.
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Démonstration. Soit A = 2 4‘ (les deux vecteurs sont colinéaires donc il existe un tel A1). Alors 'homothétie Hp,x trans-

yor=t
forme (par construction) HO A(0) =0, H“A(Bl) = Ay, H(M(s,) =s;, 1= 1,2 etencore Hy 3 (r') estla droite parallele a ;’(par
Aj.Maisalorssir//r' onaque Hpa(B1+ By Bz) A +/lBle {et donc Hy 2 (B2) € r} etencore II(M(Bz) = Hp, A(()'}'OBZ)

O+A ()Bz (et donc Ho a(B2) € s7) mais alors Hp a(Bz) = sanr = A et la these suit. Réciproquement si g’; = O_AZ = A alors
1
H, 3 (r') = r etces droites sont paralleles car 'une est 'image de I'autre par une homothétie.

Théoreme 9.14 (de Désargues). Soient ABC et A'B'C’' deux triangles dans un plan affine tels que AB//A'B', AC//A'C’ et
BC//B'C'. Alors les droites AA', BB' et CC' sont soit paralleles soit concourantes.

Démonstration. Si les droites sont paralleles il n'y a rien & prouver. Supposons autrement que AA' N BB = O et soit

A= g:‘ (il existe car ces vecteurs sont colinéaires !). Alors 'homothétie Hy y est telle que Hp 3 (0) = O, Hp A (A) = A etelle
b — ;m»anb-

transforme la droite AB en une droite dirigée par AAB etp par A’ donc en la droite A'B’; de fagon similaire elle transforme
la droite AC en celle A'C’. Mais alors Ho(B) = Hoa(OBN AB) = A 'B'n OB = B’ et Hgp ; transforme la droite BC en la

droite dmffgee par ABC‘%)ar B’ donc B'C’. Mais alors on a aussi Hg 2 (C) = C'.

Théoreme 9.15 (de Ceva). Soit ABC un triangle dans le plan affine. et soient A' € BC, B' € AC et C' € AB trois points. Alors

ona ?_f} 4}; ii ~15si AA' N BB'nCC' # @ oubien AA'[1BB'11CC.

Démonstration. Supposons AA'NBB'NCC' = M etsoit M = a A+ BB+yCavec a+f+y = 1. Alors ladroite A M intersecte

BCen A'= —ﬁ—B+ —C et de fagon similaire B' = 7A+7;(,etenfmc’ £ =B+ & LA Malsalorqona’w -1, BC_
A'C "BA

O

%, ca_ b =, d’ou la thése. Si les droites AA',BB', CC sont paralleles, alors par le théoreme de Thales, on a g,‘g =¥

dﬁ
o

et 2% = S ot done &4 A -Q E—Q = Qﬁ’. .4_.{3 E.C. = —1 (parce que tous les vecteurs considérés dans la derniére équation sont
F4 = 5 CBACBA CB ACBA

colinéaires). .

Réciproquement si on a A', B, C’ comme dans I'énoncé et on sait que —F—% ;_(.B: —B_—g = —1 alors il y a deux possibilités :
si AA'//BB'//CC' il 0’y a rien a prouver. Autrement soit M = AA’n BB’ (a moins de changer les noms nous pouvons
(G-

NB ACBA

l

ﬁ

supposer que cette intersection soit nonvide) et soit N = CMn AB. Alors par le point précédent, ona ==

€4 mais alors N = C’ et donc aussi CC’ passe par M. 9.15

9.3 Exercices

Exercice 106 (Droite affine en R2 par un point fixé et dirigée par un vecteur donné). Soit U = (v, vy} un vecteur de R?,
Ecrire I' equanon de la droite affine qui passe par un point O = (Oy, Oy) et qul est dirigée par U.
sr 017 N'e M~ 0{?\(“)‘” tore ‘::\;‘*:5" ::7)0’3-3\/& = g=‘f3x
M- x0T 4 '3 = 4 3
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