Projet
Calcul de PGCD, Identité de Bézout, Algorithmes de calculs.

Pré requis : notion de groupe, de sous-groupe, algèbre sur l’ensemble des entiers, définition et théorie sur les polynômes à coefficients dans un corps K (cas usuels : R ou C).
Introduction

En algèbre comme en arithmétique, les problèmes de factorisation jouent un rôle important. Dans un ensemble de nombres, parler de factorisation revient à écrire un nombre comme multiple de plusieurs autres nombres. 
Certains nombres ne sont multiples que d’eux même et de l’élément neutre, ce sont les nombres premiers. Deux nombres peuvent être tous les deux multiples du même nombre, voir de plusieurs mêmes nombres. On dit alors qu’ils ont des diviseurs communs. On voit ainsi apparaître le concept de Plus Grand Diviseur Commun (P.G.C.D.).
L’étude du PGCD de nombres entiers a pris de l’ampleur au XVIème siècle grâce à Bachet qui a démontré le fameux théorème dit de Bézout pour des nombres entiers, Bézout a prouvé ce résultat pour des polynômes. La définition du PGCD peut donc s’étendre aux polynômes et aussi à d’autres ensembles. 

Au collège, le PGCD est abordé pour réduire une fraction en une fraction irréductible ou bien pour résoudre des équations diophantiennes (à coefficients et solutions dans Z). Un exercice classique abordé en 3e, la fleuriste, est proposé au chapitre VI. Le calcul du PGCD est alors introduit avec l’algorithme des différences puis l’algorithme d’Euclide (voir chapitre IV).
Le PGCD est de nouveau abordé en terminale S spécialisation Mathématiques. Le module d’arithmétique comprend l’identité de Bézout, le lemme de Gauss, la décomposition d’entiers en facteurs premiers et la congruence dans Z. Ces nouvelles notions sont utilisées pour résoudre des équations diophantiennes plus complexes qu’en 3e, des systèmes de congruence. On présente aussi l’application aux codages et en particulier une sensibilisation au RSA (voir chapitre III).    

L’algèbre étudié dans l’enseignement supérieur élargit ces notions à l’ensemble des polynômes. Les propriétés des ensembles quotients de Z et de K[X] sont étudiées puis généralisées aux groupes et anneaux. 

Nous aborderons dans cette étude les fondements et certaines propriétés mathématiques des PGCD : anneaux, division euclidienne, décomposition en facteurs premiers, théorème de Bézout. Nous verrons aussi leur détermination ainsi que leurs utilisation dans les ensembles quotients. Ce dossier inclus en outre des applications telles que le codage RSA, des algorithmes de calcul du PGCD et des coefficients de Bézout ainsi que quelques exercices types de niveau 3e, Terminale et Licence..

IV – Algorithmique



2) L’algorithmes d’Euclide : algorithmes des divisions euclidiennes successives
C’est l’algorithme donné par Euclide par la proposition 2 du livre 7 des Éléments.

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On définit la suite (rk)k>=0 par r0=a, r1=b et si rk≠0 alors rk+1 est le reste de la division euclidienne de rk-1 par rk avec 0≤rk+1<rk . Si rk=0 alors on arrête l’algorithme et pgcd(a,b)=rk-1 (car on aura rk-1 = qk * rk ).

Démonstration :
· D’après l’énoncé, on a donc pour tout k dans Z, rk-1 = rk*qk + rk+1 et 0≤rk+1<rk .

De l’inégalité on déduit que (rk)k>=0 est une suite strictement décroissante (du moins jusqu’à ce que rk = 0)
De plus, d’après l’inégalité, la suite (rk)k>=0 est une suite d’entiers positifs ou nuls.

Donc elle atteint zéro au bout d’un nombre fini d’étapes.

· Reste à prouver que le dernier reste non nul est égal au pgcd(a,b).

On conjecture que pour tout k > 2, pgcd(rk-2,rk-1) = pgcd(rk-1,rk).

Soit d un diviseur commun de rk-2 et rk-1. Alors il existe [image: image2.png](c, Bye Z2



 tels que 

rk-2 = d.[image: image4.png]
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alors rk = rk-2 – rk-1.qk = d.([image: image8.png]


qk) donc d divise aussi rk.

Ainsi tout diviseur commun de rk-2 et rk-1 est aussi un diviseur commun de rk-1 et rk.

Donc pgcd(rk-2,rk-1) divise pgcd(rk-1,rk)

De même, si d divise rk et rk-1 alors il divise rk-2 et rk-1. Donc pgcd(rk-1,rk) divise pgcd(rk-2,rk-1).

On a donc bien pgcd(rk-2,rk-1) = pgcd(rk-1,rk).
Exemple : Calculons le pgcd de 29 et 6
29 = 6*4 + 5

6 = 5*1 + 1

5 = 1*5 + 0

Donc on a pgcd(29,6) = 1

On remarque que cet algorithme peut aussi nous fournir les coefficients de Bézout :

Au début de l’algorithme, on a  

r0 = q1r1 + r2 avec  r0=a et r1=b
donc  r0  - q1r1 = r2  soit  a  - q1b = r2 

on réitère pour r3 : 
r1 = q2r2 + r3  donc  r1 - q2r2 = r3
soit  q2 a + (1 +  q2q1 )b  = r3 

Si on réitère jusqu’à rk-1 = pgcd(a,b), (rk = 0), on obtient les coefficients u et v tels que

ua  - vb = pgcd(a ,b)
Exemple : Calculons les coefficients de Bézout pour 29 et 6
29 = 6*4 + 5

6 = 5*1 + 1

5 = 1*5 + 0

donc 29 – 6*4 = 5

donc 6 – 5*1 =1 avec 5 = 29- 6*4

soit -29 + 5*6 = 1

Les coefficients de Bézout sont (-1, 5).  

Coefficients de Bézout et polynômes :

Pour des polynômes, l’algorithme est identique. 

Calculons les coefficients de Bézout de (X3 – 1) et (X² + 1).

	   X3        - 1               
	X² + 1

	- X3 – X.
	X

	=      - X - 1
	


Donc X + 1 = X (X² + 1) – (X3 – 1)

	   X²        + 1               
	- X - 1

	- X² - X.
	- X

	=      - X + 1
	


Donc – X + 1 = X² + 1 - X (X + 1)
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 – X + 1 = (-X² + 1)(X² + 1) + X (X3 - 1)

	- X  - 1               
	- X + 1

	   X – 1.
	 - 1

	=     - 2
	


Donc (X3 – 1) et (X² + 1) sont premiers entre eux et

- 2 = (-X – 1) – (-X + 1) 
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 1 = [(X² + X + 1)(X² + 1) + (X – 1)(X3 - 1)]  / 2

donc (X² + X + 1)/2 et (X – 1)/2 sont des coefficients de Bézout de (X3 – 1) et (X² + 1).

Application des coefficients de Bézout à la décomposition en éléments simples et développement de Taylor :

Reprenons notre exemple précédent. Nous avons montré que

(X² + X - 1)(X² + 1)/2 + (X – 1)(X3 - 1)/2 = 1

donc  
(X² + X + 1) / 2(X3 - 1) + (X – 1) / 2(X² + 1) = 1/(X² + 1)(X3 - 1) 
(en mettant le membre de gauche sous dénominateur commun, on retrouve l’identité de Bézout au numérateur).
Nous avons ainsi décomposé la fraction 1/(X² + 1)(X3 - 1) en deux éléments (X² + X + 1) / 2(X3 - 1) et  (X – 1) / 2(X² + 1).

(X² + 1) est irréductible dans R[X], il ne peut pas être décomposé en des facteurs premiers car c’est il est premier dans R[X].

Par contre, (X3 - 1) = (X – 1)(X² + X + 1)
donc  

1/(X² + 1)(X3 - 1) = (X² + X + 1) / 2(X – 1)(X² + X + 1) + (X – 1) / 2(X² + 1) 
soit

1/(X² + 1)(X3 - 1) =  1 / 2(X – 1) + (X – 1) / 2(X² + 1) 

On a ainsi décomposé notre fraction rationnelle 1/(X² + 1)(X3 - 1) en deux éléments simples 1 / 2(X – 1) et (X – 1) / 2(X² + 1).
On peut maintenant utiliser cette nouvelle expression pour effectuer le développement de Taylor de la fraction 1/(X² + 1)(X3 - 1)… Suite Vendredi car je bosse jusqu’à jeudi soir.
Il existe un autre algorithme, l’algorithme d’Euclide étendu, qui permet de déterminer les coefficients de Bézout. 
VI – Problèmes autour du pgcd

 4) Un lien entre les PGCD dans Z et Z[X] : Calcul de pgcd (X n – 1, X m – 1) 

Posons d = pgcd (m, n) ; n = dn’ et m = dm’.

a) Démontrons que (X d – 1) | pgcd (X n – 1, X m – 1) :
On a X n – 1 = (X d) n’ – 1.

Soit Y = X d alors X n – 1 = Y n’ – 1. 

Or (Y – 1) | (Y n’ – 1) donc (X d – 1) | ((X d) n’ – 1)
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 (X d – 1) | (X n – 1)
De même, on démontre que (X d – 1) | (X m – 1)
Donc (X d – 1) | pgcd (X n – 1, X m – 1)
b) Démontrons que pgcd (X n – 1, X m – 1) | (X d – 1)
X n – 1 et  X m – 1 peuvent être décomposés dans C[X] en un produit de monômes de la forme (X – e i2(() avec ( = k/n ou ( = h/m, k et h  étant des entiers naturels compris entre 0 et n-1, resp. m-1 (c’est la décomposition facteurs premiers avec les racines n-iémes et m-iémes de 1).
Donc pgcd (X n – 1, X m – 1) est le produit des monômes (X – e i2(() tels que ( = k/n = h/m.
Alors 
k/n’ = h/m’ 
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 km’ = hn’
Donc n’ | km’
Or pgcd(m’, n’) = 1 donc d’après le Lemme de Gauss n’ | k.
Posons k = k’n’, comme n = dn’ et ( = k/n, pgcd (X n – 1, X m  – 1) est le produit de monômes de la forme (X – e i2(() avec ( = k’/ d.

On remarque que e i2(( est une racine d-ième de 1 donc tous les facteurs premiers de pgcd (X n – 1, X m – 1) sont des facteurs premiers de (X d – 1), soit pgcd (X n – 1, X m  – 1) | (X d – 1)

Conclusion :  

(X d – 1) | pgcd (X n – 1, X m  – 1) et pgcd (X n – 1, X m  – 1) | (X d – 1) 

donc pgcd (X n – 1, X m  – 1) = (X d – 1) avec d = pgcd(m, n) ■















