% 10/11 STRUCTURES ALGEBRIQUES

Petit pense-béte de définitions & connaitre.

I/ Lois

I.1 Applications

Etant donnés deux ensembles F et F, une application f de F vers F se définit par la donnée d’une partie G de E x F vérifiant
Vee E,AyeF|(z,y) €EG

A chaque = € E, est ainsi associé un unique y € F' qu’'on appelle I'image de z par f et qu’on note f(z). G s’appelle le graphe
de f. En pratique, c’est f(z) que l'on donne « en fonction de z » & l'aide, typiquement, d’une formule, ce qui revient a définir
le graphe G en compréhension.

I.2 Opérations

Etant donné un ensemble E, on appelle loi de composition interne (ou opération) sur E toute application T * de E x E dans
E. L’usage est de noter T y I'image du couple (z, y) & la place de la notation habituelle T (z, y).

Exemples :

e + est une opération sur N : (p, g) — p + g¢; il existe une multitude d’ensembles sur lesquelles on définit une opération
notée + et appelée addition...

e Soit E ’ensemble des mots construits sur 'alphabet {a, b, c} (un mot=une suite finie de lettres notée par juxtaposition,
par exemple; aabacca). La concaténation est une opération sur E. (m1, m2) — mima

o le produit scalaire n’est pas une opération sur l’ensemble des vecteurs géométriques du plan; le produit vectoriel
(?, ?) =z A ? est une opération sur ’ensemble B des vecteurs géométriques de l’espace;

e La réunion et l'intersection sont des opérations sur ’ensemble F = P(Q2) des parties d’un ensemble Q;

e La composition est une opération sur ’ensemble . des bijections de F dans E (qu'on appelle aussi des permutations);

I.3 Lois externes

Etant donnés deux ensembles E et F', on appelle loi de composition externe sur E, toute application e de F' x E dans E. On
note aussi usuellement A @ z I'image par o du couple (A, ).

Exemples :
e Z X R — R (n, z) = nz est une loi externe sur R;
e R x RT — RY (A, f) — A f est une loi externe sur ’ensemble des applications de I dans R;

En pratique, les lois externes ne sont pas dénotées; on abrége A ez en Az.

II/ Groupes

II.1 Définition

Un groupe est un couple (G, T) formé d’un ensemble G et d’une opération T : G x G — G vérifiant les axiomes suivants :
G1 associativité : V(a, b,¢c) €G?, (aTb)Tc=aT(bTc);
G2 existence d’un élément neutre : 3e € G |Vz €G, zTe=eTz =z,
G3 symétricité? :
Ve G, 3z’ €G|zTz' =z' Tz =e. On dit que z’ est le symétrique de z (dans G relativement a 'opération T.

Si de plus, on a la propriété :
G4 commutativité : V(z, y) EG?, 2 Ty=yTz
on dit que le groupe (G, T) est commutatif (ou abélien).

Dans chaque exemple de groupe, il existe une notation particuliére (et parfois une appellation particuliére) pour le symétrique
d’un élément.

Exemples :

e (N, +) n’est pas un groupe (il manque G3 ) mais (Z, +) est un groupe commutatif; le symétrique de z € Z relativement
4 + se note —z et s’appelle l'opposé de z ;

e (0p, o) est un groupe, non commutatif dés que card(E) > 2; le symétrique de f € o relativement & o se note f~! et
s’appelle la réciproque de f;

o (R*, x) est un groupe commutatif mais pas (R, times) ; le symétrique de z € R* se note z~* (ou %) et s’appelle l’inverse
de z;

e (My(K), X) n’est pas un groupe;

e (GLn(K), x) est un groupe, non commutatif dés que n > 1;

1. Lire T « truc ».
2. Néologisme non standard, mais le frangais est assez inapte dans ce domaine.
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I1.2 Sous-groupes

Etant donné un groupe (G, T), un sous-groupe est un groupe (H, T) avec § # H C G et le méme élémet neutre; autrement
dit, (H, T) est un sous-groupe de (G, T) ssi :

— T est une opération sur H : V(z, y) € H?, zTy€ H; on dit que H est stable par T ;

-e€EH,;

-Vz€H, ' €H.

Exemples :
e (Z,+) est un sous-groupe de (R, +);

e (O(n), x) est un sous-groupe de (GLn(R), x);

e Soit n € N* et Up I'ensemble des racines n-iéme de 'unité; (Un, X) est un sous-groupe de (C, X);

I1.3 Morphisme de groupes

Etant donnés deux groupes (G, T) et (T, *), on appelle morphisme (ou homomorphisme) de (G, T ) vers (T, *) toute application
¢ : G — T vérifiant :
V(z, y) € G*, d(zTy) = d(z) * d(y)

Exemples :

e n — 2n est un morphisme de (Z, +) vers lui-méme;
e In est un morphisme de (R*t, x) vers (R, +);

ITI/ Anneaux

III.1 Définition

Un anneau est un triplet (4, T, %) formé d’'un ensemble G et de deux opérations T et * sur A vérifiant les axiomes suivants :
A1l associativité de T :V(a, b, c) € A%, (aT®)Tc=aT(bTc);
A2 existence d'un élément neutre de T : 3e€ A|Vz €A, 2 Te=eTz ==z,
A3 symétricité de T :Vz € A, I3z’ cA|zTz' =2’ Tz =e.
A4 commutativité de T : V(z,y) € 4%, 2 Ty=yTz
autrement dit (A4, T) est un groupe commutatif;
A5 associativité de * : V(a, b, c) € A%, (a x b)xc=a * (b * c);
A6 existence d'un neutrede x: Ju € A\ {e} |[Vz €A, usxz =z x u=u=c,
A8 distributivité de * par rapport & T : V(z, y, 2) € A%, ¢ * (yTz)=(z * v) T(z * 2);
si de plus, on a la propriété :
A9 commutativité de x : V(z, y) €A%, sz x y=y *x ¢
on dit que 'anneau (A4, T, *) est commutatif.

un anneau (4, T, *) est dit intégre si et seulement si : V(z, y) € A%, (zxy=e = z=eouy=e).
Exemples :

e (Z, +, x) est un anneau commutatif intégre;

o (Mn(K), +, X) est un anneau, non commutatif dés que n > 2 et non intégre;

e (K[X], +, x) est un anneau commutatif intgre;

e K»[X] n’est pas un sous-anneau de K[X] car il n’est pas stable par produit;

e si B est un ensemble, (fP(E), U, ﬁ) n’est pas un anneau.

II1.2 Idéaux

Etant donné un anneau (A4, T, *), un idéal de A est une partie J de A vérifiant :
I1 (J, T) est un sous-groupe de (4, T);
I2VeeJ, VaeA axze A

Exemples :

e 27 alias 'ensemble des relatifs pairs est un idéal de I’anneau (Z, +, X);

e X K[X] alias ’ensemble des polynémes admettant 0 pour racine, est un idéal de ’anneau (K[X], +, X).
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IV/ Corps

Un corps est un triplet (K, T, %) formé d'un ensemble K et de deux opérations T et % sur K vérifiant les axiomes suivants :
K1 associativité de T :V(a, b, c) € K3, (aTb)Tc=aT(bTc);
K2 existence d'un élément neutrede T : Je € K |Vz €K, zTe=eTz =z;
K3 symétricité de T :Vz € K, 3z’ € K |zTz' =z'Tz —e.
K4 commutativité de T : V(z, y) € K2, e Ty=yTz
autrement dit (K, T ) est un groupe commutatif;
K5 associativité de * : V(a, b, c) € K3, (a * b)xc=a * (b * c);
K6 existence d'un neutre de ¥ : Ju € K\ {e} |Vz €K, uxzc =z % u ==z,
K7 symétricité de x : Ve € K\ {e}, Iz €K |z * 'z ="z x z =u;
autrement dit, (K, *) est un groupe;
K8 distributivité de * par rapport & T : V(z, y, 2) € A3, z x (yTz)=(z * y) T (z * 2);
autrement dit, un corps est un anneau dans lequel tout élément distinct du neutre de la premiére opération & un symétrique
pour la seconde opération.
si de plus, on a la propriété :
K9 commutativité de *; : V(z, y) E K%, zxy=y *
on dit que le corps (K, T, %) est commutatif.

Exemples :
e (Z, +, x) n’est pas un corps (il manque K7);

e (Q, +, X) est un corps commutatif;
o (R, 4, X) est un corps commutatif;
e (C, +, X) est un corps commutatif;

o (Mn(R), 4+, X) n’est pas un corps (il manque K7);

Convention : dans la pratique, la premiére opération d’un corps est toujours notée + et son neutre 0, et la seconde opération
par juxtaposition et son neutre 1 (comme dans les corps de nombres).

IVl R

Le corps des réels posséde une structure algébrique spéciale; c’est un corps commutatif totalement ordonné. Cela signifie qu'il
existe sur R un relation d’ordre total (<) compatible avec les opérations de la structure de corps.

On a besoin de quelques définitions :

1. une relation binaire sur un ensemble E est une partie R de E x E. Soit (z, y) un couple d’éléments de F ; on dit que z est
en relation avec y par la relation R et on écrit zRy ssi (z, y) € R. Pratiquement toujours R est définie en compréhension.

Exemples :
e Sur N, aRb ssi il existe ¢ € N tel que b = a + c; chacun a compris que R =<.

e Soit n € N, n > 2 fixé. Sur Z, aRb ssi il existe k € Z tel que b —a = kn; chacun a reconnu la relation de congruence
modulo 7 ; on note d’ailleurs a = b mod n.

e Sur P(E), ensemble des parties de l'ensemble B, ARB ssi (Vz € E, z € A = z € B); chacun a reconnu la relation
d’inclusion C.
2. une relation d’ordre sur un ensemble F est une relation binaire R vérifiant les 3 axiomes :
R réflexivité : Vz € E, zRz;
AS antisymétrie : V(z, y) € E?, (¢Ry) et (yRz) =z =y;
T transitivité; V(z, y, z) € E®, (zRy) et (yRz) = zRz.
Si de plus, pour tout (z, y) € E?, Ry ou yRz, on dit que I'ordre est total.
Exemples :

e < sur N est une relation d’ordre total sur N.

e C est une relation d’ordre non total sur P(E).

L'’ordre sur R est défini par la donnée du sous-ensemble R* : z < y ssi il existe z € R tel que y = = + z (autrement dit
y—z €RT.

La relation < est dite compatible avec la structure de corps au sens suivant :

-VY(z,y,2)€ER®, (z<y=>z=2<y+2);

-VY(z,y,2)ER®, (z2<y)et (0<2) s z2<yz.

V/ Espaces vectoriels

V.1 Définitions

Etant donné un corps commutatif K, un espace vectoriel sur K est un triplet (E, T, e) formé d’un ensemble E, d’une opération
T sur E et d’une loi externe ¢ : K x E — E sur E vérifiant les axiomes suivants :

E1 associativité : V(a, b,c) € B>, (aTb)Tc=aT(bTc);

E2 existence d’un élément neutre : 3e € B |Vz € E, zTe=eTz =z,
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E3 symétricité : Vz € E, 32’ € E|zTz' =2’ Tz = e. On dit que z’ est le symétrique de z (dans F relativement a l'opération
T.
E4 commutativité : V(z, y) € B?, e Ty =y Tz
autrement dit (B, T) est un groupe commutatif;
E5 VA, 2z, yY) EKXEXE Ao (zTy)=ANez)T(Aey);
E6 VM, p,2) EKXKXE, (A+u)ezc=(Aez)T(uez);
E7T VM, p,2) EKXKXE, (Ap)ez=Ae (uez);
E8@ Ve € F,1lez ==z.
Convention : en pratique l'opération d'un espace vectoriel est toujours notée additivement, soit +, mais attention ce n’est pasle
méme + que celui de K! Et la loi externe est toujours notée par juxtaposition, mais attention ce n’est pas la seconde opération
de K!! Faire ’effort de réécrire les axiomes de définition de la structure avec ces conventions.

Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés génériquement des vecteurs.

On appelle combinaison linéaire de deux vecteurs z et y de E, tout vecteur de la forme Az + py avec (A, u) € K% La définition
se généralise a des combinaisons linéaires de n vecteurs. Dans un espace vectoriel, c’est 1’ « opération » importante, qu'il importe
de percevoir.

Exemples :

o (K, +, X) est un espace vectoriel sur K;
e (C, +, x) est un espace vectoriel sur R;
e (K™, +, -) est un espace vectoriel sur K;
o (Mmxn(K) est un espace vectoriel sur K;

o (Kn[X], +, X) est un espace vectoriel sur K.

V.2 Sous-espace vectoriel

Etant donné un espace vectoriel sur K (E, +, -), un sous-espace vectoriel de F est une partie non vide F' de E stable par
combinaisons linéaires, c-a-d vérifiant :

VA w) €K?, V(z,y) € F*, Az +py e F

V.3 Morphismes d’espaces vectoriels

Un morphisme du K-espace vectoriel (E, +, -) vers le K-espace vectoriel (E, +, ) est une application ¢ : E — E vérifiant :
- ¥(z, y) € B, ¢(z +y) = d(z) + (y);

~ V(A 2) €K x B, $(A-z) = A" ()

Les morphismes d’espaces vectoriels sont bien connus sous le nom d’applications linéaires...

V.4 Produit

Etant donnés deux espaces vectoriels (E, +, -) et (E, +, ), on appelle produit (ou application bilinéaire) sur E & valeurs dans
E, toute application ¢ : B x B — E vériflant :

- Vz € E, ¢(z, o) est linéaire de E vers E;

- Yy € E, ¢(e, y) est linéaire de E vers E.

Exemples :
e (z, y) — z y est un produit sur (R, +, x);

. (?, ?) + T - est un produit sur ﬁ;

VI/ ALGEBRE

VI.1 Définition

Etant donné un corps K, une algébre sur K est un quadruplet (A, T, *, o) formé d’un ensemble A, de deux opérations T et *
sur A, d’'une loi externe e vérifant les axiomes :

Al (A, T, %) est un anneau;

A2 (A, T, e) est un K-espace vectoriel ;

A3 (z, y) — = x y est un produit sur A, ce qui équivaut (étant donné Al et A2) &:

VA z,Y) EKXEXE (Aez)xy=zx (Aey)=Ae (zxy)
si de plus 'anneau (A, T, %) est intégre, on dit que l’algébre est intégre.
Exemples :

e (R, +, X, X) est une R-algébre intégre;
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o (Mn(K), +, X, -) est une K-algébre non intégre ;
o (K[X], +, X, -) est une K-algébre intégre;

e Soit C°(I, R) ’ensemble des applications numériques continues sur I'; (C°(I, R), +, X, -) est une R-algébre non intégre.
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